ALGEBRA BOOLEANA

Foi um modelo formulado por George Boole, por volta de

1850.

Observando a l6gica proposicional e a teoria de conjuntos
verificamos que elas possuem propriedades em comum.

Logica Proposicional

la. A v B=BVv A |1Ib. AAB=B A |(propriedades
A comutativas)
2a. (A v B)v C= |2b. (A A B) A C |(propriedades
Av (Bv Q) =AA (BA C) |associativas)
3a. AV(BAC)= |3b. AA(BvC)= |(propriedades
(AvB)A(AVvC) |(AAB)v (A aC) distributivas)
4a. AvF=A 4b. ANV =A (propriedades de
identidade)
5a. Av—-A=V 5b. AA—=A=F |(propriedades de
complemento)

Teoria de Conjuntos

la. A U B=BUA|1Ib. AnB=Bn A |(propriedades
comutativas)

2a. (A U B)u C=|2b. (A N B)n C= |(propriedades

Au(BuU C) AN (BNC) associativas)

3a. AuBNC)= [3b. An(BuC)= |(propriedades

(AUB)N(AUC) |(AnB)uU (ANC) |distributivas)

da. AU T =A 4b. ANS=A (propriedades de
identidade)

5. AUA’=S 50. ANA’ = (propriedades de

complemento)




Definicao:

Uma algebra booleana é um conjunto B no qual séo
definidos duas operacdes binarias ( + e . ) e uma operacao
unaria ( ° , as vezes representada como um trago sobre a
expressdo submetida a ela; exemplo: A’ poderia ser

representado como A ) e no qual existem dois elementos
distintos 0 e 1 tais que valem as seguintes propriedades
para todo A, B e C pertencentes a B:

la)A+ B=B+ |1b) A.B=B.C |(propriedades

C comutativas)

2a) (A + B)+ C|2b) (A . B). C |(propriedades
=A+ B+ C) |= associativas)

A.(B.C
3a9) A+ (B.C)= |3b) A. (B + C)=(propriedades
(A+B).(A+C) | (A.B)+ (A.C) |distributivas)
4a) A+0=A 4b)A.1=A (propriedades de
identidade)
Sa) A+ A’ =1 5b) A.A’=0 (propriedades de

complemento)

Denotamos uma algebra booleana por [B, +, -, *, 0, 1].

Exemplo: Seja B = {0, 1} e as operac0es + e . definidas em
B como A + B = max(A, B) e x - y = min(A, B). E seja’
definida pela tabela:

A A
0 |1
1 |0




Para verificarmos se as propriedades sdo validas, basta
testarmos todas as possibilidades possiveis para cada uma.

Teorema da Unicidade do Complemento

Para qualguer x na algebra booleana, se existir um x; tal

que A+A;=1e A. A =0,entdo A, = A’.

Existem outras propriedades que valem para qualquer

algebra booleana:

6a) A+ A=A 6b) A. A=A (propriedades
idempotentes)

7a)A+1=1 7b)A.0=0 (propriedades de
identidade)

8a) A+ (A.B)=A |8b)A.(A+B)=B |(propriedades de
absorcéo)

9a) A+B)Y=A’. |9b)(A.B)Y=A"+ |(leisde

B’ B’ De’Morgan)

10a) 0’ =1 10b) 1’=0 (propriedades de
complemento)

1) (A’)Y =A

Exercicio

Prove que:

a)A.[B+(A.C)]=(A.B)+(A.C)
b)(A+B).(A’+B)=B
c)(A+B)+(B.A)=A+B




Expressoes Booleanas

Uma expressao booleana com n variaveis, Xy, Xa, ..., Xp, €

uma cadeia finita de simbolos formados pela aplicacédo das

seguintes regras:

1. X1, Xo, ..., X, SA0 expressoes booleanas.

2. Se P e Q sdo expressoes boolenas, entdo (P + Q), (P . Q)
¢ (P’) também sao.

Exemplos de expressdes booleanas
((A+B)’).C)
(A”+(B.C))+D)

Funcéo-Verdade

Uma funcdo-verdade é uma funcéo f tal que f:{0, 1}" — {0,
1} para algum inteiron > 1.

A tabela-verdade para a operacao booleana + descreve uma
funcdo-verdade f com n = 2.
f(0,0)=0,f(0,1)=1,1(1,0)=1,1(1,1) =1.

A tabela-verdade para a operacao booleana . descreve outra
funcédo-verdade paran = 2.
f(0,0)=0,f(0,1)=0,f(1,0)=0,1(1,1) =1

O operador booleano ’* descreve outra fungao paran = 1.
f(0)=1,f1)=0

Qualquer expressao booleana define uma unica funcéo-
verdade.



Exemplo:
A expressdo booleana (A + B’) . (A + C), define uma
funcio-verdade f tal que f:{0,1}° — {0,1}.

(0, 0,0) = 0
f(0,0,1) =1
f(0,1,0) =0
f0,1,1)=0
f(1,0,0) =1
f(1,0,1) =1
f(1,1,0)=1
f(1,1,1) =1

Redes Logicas

Imagine que as voltagens transmitidas entre os fios possam
assumir dois valores, um alto e o outro baixo, representados
por1leO.

Suponha ainda que existem dispositivos basicos
denominados portas ou (or), porta e (and) e inversor ( ou
porta ndo, ou porta not), que se comportam como o “ou”, o

e’ e o “’” dalogica proposicional.
Essas portas sao representadas pelos simbolos:

e

Porta OR Porta AND Inversor




Redes e expressoes

Combinando portas AND, OR e inversores, podemos
construir uma rede logica que represente uma expressao
booleana.

A rede logica para a expressdo booleana (A + B’) . (A + B)

e:
®
)+
Exercicios
1. Projete uma rede logica para cada expressao booleana a
seguir:
a)A’. B

b)(A+B).(B+Cy
C)(A+B).(B+C) Yy
2. Escreva uma expressao booleana para:

) ] )

Y

E



Outras portas logicas

Porta NOR Porta NAND

A—)
B—7

Porta XOR

Forma Canoénica

Objetivo: Encontrar uma expressao booleana que
corresponda a uma funcéo-verdade arbitraria.

Expressoes booleanas tais como x ou y’ consistindo de
simples variaveis ou de seu complemento séo denominadas
literais.

Um mintermo em n varaveis € o produto de n literais, onde
cada literal envolve uma variavel diferente.

Um mintermo é uma expressao booleana que so retorna 1
para uma unica combinacao de 0’s e 1°s.

As expressoes AB’C e A’B C’sdao mintermos com trés
variaveis A, B e C.
Sendo que AB’Cséretornalsex=1,y=0ez=1.



A expressao AC em ndo € um mintermo em trés variaveis
A, B e C, mas é um mintermo em duas variaveis X e z.

A expressdo ABA’C ndo é um mintermo em trés variaveis
A, B, C.

A tabela a seguir lista os 8 elementos de {0, 1}° e os
correspondentes mintermos que tomam o valor 1 para o
elemento indicado.

ABC
(0,0,0) |A’B’C’
(0,0,1) |A’B°C
(0, 1,0) |A’BC’
0,1,1) |A’BC
(1,0,0) |AB’C’
(1,0,1) |/AB°C
(1,1,0) /ABC’

(1,1,1) |ABC

Para encontrarmos uma expressao para uma determinada
funcdo-verdade basta somarmos 0s mintermos obtidos para
cada situacao onde a funcéo retorne valor 1.



Exemplo: Seja a funcio-verdade f como f:{0,1}° — {0,1},
definida pela tabela.

ABC |f(A, B,C)
000 0

001
010
011
100
101
110
111
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Uma expressdo booleana correspondente seria A’BC’ +
AB’C’ + AB’C + ABC’.

Esta expressdo booleana, correspondente a funcio-verdade,
e formada pela soma de mintermos € denominada forma
canonica de mintermos ou forma normal disjuntiva.

Exercicio:

Encontre a forma canbnica de mintermos de:
a. AB + A’B’ com 3 variaveis A, B e C.

b. C.(A + B’) com 3 variaveis A, B, C.

C.

ABC [f(A B,C)
000 0

001
010
011
100
101
110
111
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Minimizacao

Circuitos logicos representam expressdes booleanas.
Portanto, € interessante simplificar expressdes booleana
para obtermos circuitos simplificados.

Vamos utilizar um procedimento que permite obter uma
soma de produtos minima.

Esta soma de produtos, ndo necessariamente, é a expressao
mais simples.

Exemplo: Seja a expressao
ABC + A’BC + A’BC’

Uma soma de produtos minima equivalente seria

BC + A’B

No entanto, esta expressdo é equivalente a B.(C + A’) que
requer um numero menor de portas logicas na construcéo
de sua rede logica.

Exercicio:

Simplifique as expressdes booleanas a seguir para que elas
tenham o numero indicado de literais.

a. A’B>+ AB + A’B - dois literais

b. (A+B).(A+B’) - 1 literal

c. ’AB+AB’+ AB + A’B’ -1 literal



